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meget almindelig Integrations • Formel for endelige Uffe- 
rentser af Formen yAx. Ved C. F. Djegex.

Den store Geometer Hr. Lagrange, hvis Skarpsindighed Eu
ropa’s Lærde saa ofte have havt Lejlighed at beundre, har i 
sin italienske Epistel til Fagan (1754) angivet en Differential
formel, af hvilken han med beundringsværdig Lethed har afle
det den bekjendte Integral form el, som findes i Joh. Bernoulli 
Opp. Tom, I. pag. 125. No. XXL, som et specielt Tilfælde, 
Forfatteren fandt îg02 i Martio en almindeligere Formel, 
nemlig

S(yAx) = xy — x. xz A y + x.x/x/ A£y — , , ", 
toi åx2

hvori den endelige Differents A^ antages at være en bestandig 
Störreise, x' = x + Ax, x" = x + lAx, x<°> = x + rAx. 
Vii Sel. Skr. III Del, 1 Hafte. £
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Saameget end denne' Formels Opfindelse glædede ham, 
var dog Ilaabet, om at fremstille en endnu fuldkomnere 
Formel langt behageligere, og dette Haab opfyldtes uforventet, 
da Forfatteren fulgte en saa skarpsindig, en saa kyndig For- 
gjængers Fodspor.

Den af Hr. Lagrange (l.c.) givne Formel;

(^y) = Y0 + nixm-1 y'+ZUÆ1. xm ■1 y'j-m.m -1. ~2
i • 2 i . 2 , F’

xra*2y2+ . . ; 

er egentlig den af Euler, i hans fortræffelige Inst. Cale. Diff. 
P. i. Cap. 8. §. 349 givne Formel, i fort det Newtonianske 
Binoniiums Skikkelse; men den Anvendelse, som disse tvende 
store Analysens Mestere gjore af samme, er forskjellig. Her 
betyde nemlig xin og yln det samme som d'”x og d'”y. Men

Negativ Diffe Tentation af enhver Grad er Integration af samme 
Grad. d“m (ydx) = J m (ydx) —ffff 3 (ydx), og saaledes 

i andre Tilfælde. Dette beviser Hr, Lagrange for de sædvan
lige forsvindende Differentialier. At kunne give saa stor eu 
Mands Arbejde en liden Tilsætning er en Ære for Forfatteren-

Differentierer man xy saaledes at de endelige Differentser 
ansees som foranderlige Störrelser, da erholdes for A,n(xy) 
et af folgende tvende Udtryk:
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x) Am(xy) = y A™x
+ [A’» “?/Ay
+ [A'n'X+2An!X-|-Alnx]. m55A-y
+ [An-3x+3A,n x-f-jA'^’xi-A^x]. m(£A3y

+ + + +

b) Am(xy) = xA^y
. 4-[Ain-ry+Amy]. m9Ux

4- [a "'’y4-2A"‘ 'y+Au y]. "’«gA’x
+[Z\in-3y+?A1“-2y+3A,n’Iy+An,yl "W ,

+ 4- 4~ 4-

c) zr(xy) = [y m$Ay * m3?ZVy * mCZVy X 
n,£)A4y . ♦. ]. An'x s

* [ i<m$Ay 2.m£)A2y 3.u,(ÎA3y
4‘mX A4y . • • ]•

*5*  [ ? i.m^Z\2y 3-inSzVy
6.m£)zVy ...]. Am'2xJ

►P [ i- m(£A’y *F\
4«m©A4y ... J. zV,3x>

[ J i.m4Wy 4n”4x

>$< ►!<

Da mi Z\“*”(z)= s’’(z), og —»21= — 
n»5»,33, _Dff= “ ~ n£= n*̂ 3©, O.
forvandles Ligningen. C til folgende :

-nOl—

s» fr. saa



») sn(yA*)  = [y — B$Ay n^(2?A2y—
^3j)^4y --- . . ], £n— i(x)

[ r,SlAy—2. 1 23 A 2y^ 3 • A 3 y—
4.n^3©A4y •&.. 1 sn(x> 
[ n*i* 1 A y— 3. "^SA3 yej<
6.«^3¿>A+y—..]. sn^j(x) 

— [**WA 3y-~
4. A4y X*  ^3(x)

fordi nemlig Ax sættes istædet for x, altsaa istædet
for Amx. Men m = — n, altsaa forvandles A,n x til A’n*i <IX 
= A'(n l)x = zn-’(x), Am'lx til Amx = A’nx = sn(x), o. 
S« fremdeles.

Man sætte endvidere.*
sn“(x) = N - 
s” l(x) s"(x) = N' = N*  sCN) 
xCtí ’ X xsn(x) sH>i<i(x) = N" = jN' »ï*  s(íT)¿ 

o. s. fr.
saa erholdes folgende Formel:
e) snCyAx) Ny — N? "2iAy >ï*  N." n*̂i3?A 2y — 

N?" n^2(ZA3y^..<
For at bestemme Værdierne N, N', N", N'", etc«: maa 

man lægge Møej ke til, at naar
z __ (x>RAx)(*fø  -t-Ax)(x^p—2Ax) ■» « « ♦ (x^p—q-Ax) 

1.2 • 3 • . (q»Jo)
og z' erholdes af z ved at sætte x*i*Ax  istædet for x, da 
bliver :
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2

altsaa A z = z — z

Af disse Udtryk sluttes fremdeles

N=sn‘I (x)==

-AxXx^pAx) ‘ • (x^p— .a^) Ax
i

___^-.z
2.............................. (q^i) xi^ip—q-Ax
(q»Jn)Ax -, , . x

* Z ' °ê Oravendt z=^)=

i5ïEâ;^x. az
(q»i*i)A x

Naar altsaa
a z_. fr^pA^fr^P^A*)  • ■ • • (x^P==qg^.Ax) bliver

I 2 . . . . q ’

z__ (x^pAx)(x^i)—t-Ax)....... <x^p—^^A^C^Fa-A?) t
J • 2 . . . . q . (q>J<l)Ax *

Nu er Z. A x ” x> °g 2 (x) = a~- hvoraf sluttes

2» = ^ = Xo

X-(X) = ^4^’=X' 

X2/x\ __ *(* —Ax><x—aA*>-_  xz/
7 I. 2- . 3Ax*

s 3 zx> __ *(* —AX)CX~-AxXx—3AX)_ y"'
' i,. /3 . 3 • • 4A* 3I -

x(x—Ax) ♦ * » » (x—n—I-A*)
i . 2 . . . nAxn'1

L 3

_ x<x~A*)O- 2Ax) • • ‘ • (x~pAx)___x(p) '
x W"~I . 2 . . 3 . . (p>fci)A*P

Altsaa SP"(x)= X(p
' 7 1.2. 3 • • • pAxP-1

fölgeligS* ’(x)*ZP(x)  = (i sp-.(x) =

Zf(x)
(p^CA*  v '
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_ (n-t)x.(n-s)x.(n-3)X

I

£.N' ellerN , euer
(x—n

"x. ZX. X

(x—n—i./\x) 
(n¿?3)Axn+*

N'= _x^x- • N A*)
X (n>^l )/\X 1 • Ä • 3 *
-k-t/ -xt/ x~r> y\ X -i

£. N =£1 . --v , aitsaa
<n«i<->Ax

N" = (i >& • N' =
< - („/¡plftj _____

_ _  6^2Ax>(x»IAxXxXx--Ax) • • • • (x~°—i»Ax)

I.3.3. 4 ' • (n^)Axn + S

X, N//=--^ ♦ Nv, aitsaa
’ (^'3)Ax . ’

N/Z/ -e ^y>^3Ax-Kx^Ax)
I 3 .

I Almindelighed er aitsaa
o== x/x/yx...fn.z?xa J__ _

1.2 3 ... U /\xM i. 2. 3. . (n-2)(n-l).n
—./ ___ xz.°x/x . . . (n Cx I __  (n-i)x.<n a)x.(n-3)x............ zx. x .xz

1.2. 3. . (u^i) /\*- n I. 2. 3.. (n-l)n

í1“11“1 Ax2

N'P) findes aitsaa, naar*.«...n^pLed  af en vortende arithme- 
tisk Række hvis forste Led er x—n—l.^x, °g hvis Differents 
er ¿\>x» multipliceres med hinanden og Produstet divideres 
med Productet 1. 2. 3. . . (n^p) . ¿^x’H-p-1. Har man saale- 
des bestemt Værdien af Udtrykkene No, FP, N", N"'t . . .

.... etc« erholder wan : *
Z'>(y^x) = i.N’y-^N'ZM-'+'SN'A’y- 

■■+- £N"' A3 y ........+ “+p »J) NV ¿y y, .
som er den Formel, jeg har foresat mig at udvikle.

Ogsaa den har de meget almindelige Sætningers Skjæbne. 
Dens Anvendelse kræver Forsigtighed. Man kjender den Vild
farelse, hvortil den ellers saa ypperlige Taylorske Sætning le- 

3 --- ------
der i det Tilfælde, naar man af <£x = \/ Sin. x vilde ved 

sammes Hjelp bestemme Udtrykket for $ — V Sin, (x^aj.
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i. o .

I etc.

--------♦
I. 2.

altsaa d*x  —d’x —
xn ¿n-Ty

I ■ 2. * « 11 dxn *

dn-J-iy h
----------------------------------------------------------- 4

I.2*3...D^2 .dxn-f-1 

en Ligning som erholdes, naar inan sætter dn ly istedet for y, 
og hvis Rigtighed let kan proves. Sæt f. Ex. y=x} og n=i, 

d°y y i dy « ^2y X- d’y x- 
», 3, 4 saa er *¿  = 7 = x’, ^=3»’, d? = 6i, £ï =

etc. = o. Heraf erholdes

Man veed ogsaa hvad den dybttx-nkende Laplace har viist i 
det K. Far. Acad. Act. 1772.
diff. etc.] i
Ligning :

p
Idz

dxn-pl I. 2. 3

dn-f-2y _

z> X"dn->y
eller _/ydx = —..u.dVTl

[Sur les solut. part, des éqq.
Henseende til den af Euler fremsatte Betingelses* o

o.

(S. Eulers Calc, Diff. P. 1. Cap. 9. §. 324). Saadanne Erfa
ringer hör med Rette gjöre Analysten vaersom. Det vil derfor 
neppe være det K. V. S. ubehageligt, om jeg her viser tvende 
Afveje hvorpaa yngere Analysier kunde forvilde sig.

Antager man Ax—dx altsaa forsvindende, bliver
N° =------ —----- ,—, o. s. fr.

Tages end videre dx som bestandig,

d*x  etc. = o, saa findes Jn (dn » ydx)

d"y V. xn-f-2

• X>jl2
xn-{-3 dn-|-2y

I. 2. • nj^3 dxn-f-2 

nx’H- i<ïny
---------— —------- ^4
I. 2. * 11^41 dxn

n njrtpi------ — X¡1_|_S(Jn_|_ ,y

n xn-pt u«*y  _ «.nr
- ♦----------- ——— ♦ - ’ ------
1 I. 2*  . • dx*  I. 2
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Vilde man nu slutte: ligesom(dn'xydx)==^(</’n-I(dyn*Idx)^= 

^ydx saaledes er ogsaa Zn(An’IyA^) ~ S (s”'1 (An,IyAx)) — 

S (yAx) skulde man begaae en Fejl, hvis Störreise var des 
större, jo större man antog n eller Integrationsgraden; thi 
sn-i^n-iy^x) bliver ikke == yZ\x. For at overbevise sig om 
denne Paastands Rigtighed , behöver man blot at sætte 
n— i = m, og .Anly istædet for y, saa erholdes Sin (Z\niyAx), 
ifölge den almindelige Formel, — M°/\n y — $|M/¿\m+Iy
I + m35M"Am+2y — etc. Men M°, M', M", . . . ere Func- 
tioner af x og ; altsaa er nærværende Udtryk ikke altid og 
nödvendigt = yZ\x, fölgelig heller ikke uden tilfældigviis, 

S'yAx).

For desmere at overbevise mine Læsere herom, vil jeg 
sætte = i, saa bliver N° = -—-SlL-—* x — 

’ i. 2 . . . n

XSQ, og efter den Hindenburgske bequemme Bctegnelsesmaade 
-r1 +=

fremdeles N' = X+1<ÏR, N" = x+2^, o. s. v. Substitueres 
disse Værdier, da erholdes for Sn (¿An<1yZSx) folgende Ud
tryk :



1

endelige Differents

X X—I .X---2.x--- 3. X — 4
I.

oz altsaa, naar n=i, 
' O

S (y) .= *y  — tH a V*

fordi her n2l == n
Man sætte nu f. Ex. y = x4,

¿\y — ,X4 =
ZVy = A2.x4 =
Zù’-y—A3 x+ ■=
A4»y= A4-x4 ==

Folgelig S(y) (eller
er — x4, naar x>5*i

[12x^24x^14]
’ - i- .2 . 3

2——
+ i$5 = x-HÇ etc. —

4, saa er
4x

I 2X 2 ^24x^1 4 
24x^36

x «4
den Störreise, livis 
sættes istædet for x) =

A2y — • • •

I. 2

x xÄbxÄlxlJ« ▼ — —--- *----1*2  ♦ [24x^36] >5«
i. 3.3.4 ’ j. 2.3.4-5

Sættes fremdoles n = 5, saa bliver An‘Ty = A4y — %4 i de 
övrige Differentser forsvinde. Altsaa faaes 
s’(A*y)  = 7 • 4= ■

Kien denne Störreise kan aabenbart ikke være enten den sam
me som S(y), eller differere fra samme S(y) saaledes, at For- 
skjellen er bestandig; thi Zf(A4y) forsvinder naar

X = o, i, 2, 3, 4,
Til disse Værdier svarer derimod s(y) = o, o, 1, 17, 98, . • • • 
Sættes x = 5, f. Ex. bliver Sf(Z\4y) zz 24, og for x = 6, 
har man 144, Forskjellen er 144 — 24 = 120 altsaa ikke 
'F’íd. Sel. Skt. 111 Delt 1 H&fa.



54 = 625 ; følgelig ej heller (A4yj — (y)-. Sættes A4J
y)

= s\|) — 24 S(x) — 24. ~~~ — r, X’(A4y) = s(r)

— xÇx—i)(x-—a)(x—3), hvoraf tydelig sees at S+(A4y) ej er

Dette kunde man allerede have slottet af de forhen for 
2° (x), S'(x), S2(x),_ etc. givne Udtryk ; men jeg troede til
lige, at det ikke yar af Vejen at vise det for-x"(An’niy) i et 
enkelt Exempel.

Foruden denne maa jeg endnu beröre en anden Anled
ning til Vildfarelse. Da vi have fundet 

Og Begreberiie Integration og Summation ere hinanden saa
nær beslægtede, kunde man let falde paa at ansee s(y) for 
Summen af x Led af en Række hvis almindelige Led er y, og 
det saa meget des lettere, da man for y = a finder Ay —» 
A2y etc*  = °5 altsaa

2(a) = X. a;

Derimod er for y = x, Ay = b A2y — A*y  = « ♦ ♦ = O) 
altsaa

da derimod

s



Maade /indesPaa samme

. w =

ax — 4]

XJ

eller S(x2)

i’

x’

Sy y' = 
yendt Sy = S(y'). 
sættes istædet for x. 
For at gjöre dette
z(y') — Xy A- xy = 

x(x^i) 
i. ~

-"6-- = * 3*  - i)l =

J. 2. 3
da der!inod

>.2.3 ’

g/xa\ _
' ' I. 2 • 3

For at indsee denne borskjel imellem Integral og Summe des 
tydeligere, erindre mail sig, at

- (Sy)' eller A-Sy — y', følgelig om- 
Men y' fremkommer af y naar x e¡¿< 1 
Paa samme Maade erholdes S'y') af X(y). 
paa en let Maade betænke man , at 

Sy y> hvoraf uden Moje findes

Sy = (x ft r) y - $ y ft ¿’y - . .. .
en Siiminationsformel, som giver det Forlangte ved Hjelp af 
endelige Diffèrentser og som kun i det forste Led er forskjel- 
lig fra den forhen angivne Integral formel»

Paa samme Maade findes end videre af
Sy' = Sy y'

S Sy' = S Sy Sy'

altsaa A- SSy = S. y' og SSy == S2y = S(Sy')



'Men Sy — S.yz altsaa Sy*  = y”> folgelig
SSy = S(Sy") = S2(y")

Fremdeles SJy' — S3y >fe S2y^ allsaa
A. S3y = S2y' = X2(y"') 

fölgelig S3y = S, S2y' — S3(y"') 
6g i Almindelighed Sn(y) — Sn(y'n^). 
Deraf flyder folgende vigtige Sætning:

Integrationen af nte Orden giver, naar efter Operatio
nen xtfen sættes istædet forx, samme Resultat, som Summa
tionen af samme Orden.

Tillige giver det foregaaende, at

[w - afcSB*̂
^■[(rf.3). påig]

2.3.4
(2x^7) >fe

Er y — og n = 3, saa er y(n) = (x*fe3) 2 — 
(Ay)(n) = 2x^1 ^6 = 2x^7 — 01*4) 2 — (x*̂j) 2> 
=== 2, altsaa 
(»►fet)(*»feOOfe3)  /
1.2.3 '

1. 2 . '3
)(x»j42)Ol

1.2.

Ofe LLQ^2Ki»fe3) Cxfe-0
i

6 Ofei) ♦ • . (*>fe5)
i .....................5 ‘ 3

*Ofei)(x»fe-)

S’(y) — ”+,9iy(’’ — ’+,+\9t"2l(A y)^’ * ”+’+2ÿ

’+ræ. (¿Vy)"-----------
hvor (Z\my)n forestiller den Værdie som Amy faaer, naar xfen 
sættes istædet for*  x.

Exempel, 
x2»fe6x»fe9, 
og (ZVy)W
S3(x2) =
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; 3
>

»
>
»

2

>
f
>
>

2a
4 ;
5 ;
6 .
7 :

X2 = i
eller i 

altsaa S*(x 2) = i 
og S2(x2) — i 

fölgelig S3(x2) = i

2 —
»

>

r20X->^í20x^ î ß(3— î gx® —. 11i gG-| 
L 4-5 J

ç >^<2Kx*S <3) (2x^13)

1.2.3
. r ) (X^2) <2X - >%

1.2.3 * 4

Sættes X— 5 erholdes S3 (x2) = 
er Rækken af

I Almindelighed 
er Sn(x2) 

2XÄH .= »+x<3t> 11^2
En for sin Sim
plicitet mærk
værdig Formel.

4-5 
xfx^i^fx!

3 • 4 • 5

’~ig2. Virkelig

9
14
20

27

• 5
5.6.7.

1.
3.13__

2 .

1.3.3. 4-5 — 34* 1 ;

4% 5% etc.
16 , 25 , etc.
30 > 55 > etc. j
5° > 105 , etc.
77 , 183 , etc.7

Forlanges Sn(y) for geometriske Rækker, sætte man y = ax, saa 
bliver = ax+l — ax = (a — i) ax, ZVy = (a — 1) 2ax, 0» «» 
fr. altsaa

m—

Sn(ax) = n+x$Ux+n i)ax+n

, — i)2ax+n etc.

][
n+x-H$t n2((a —

+2
n+x4-2^n4-i^5(a

Er = --in~I bliver m+1^) —1.2«. .. p '

—x • . . m—P»JiI
“i7T3 77“. í 9

altsaa m+i^3 = ra^5. Deraf folger :

Sn(ax) = n+x<2Qax+n j^i — — O

(n^l) . (n^2) ’ ' >)

---------------------------------- • ”+s^a ~ O’ * etc.J
M 2
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Man sætte f. Ex. a = 2, n —- 4 og x —, $, saa er
' 10 - io h 10.11*12  w. -1

S*( 2x) = [i—4 “yV 10---- 5.“6~7*
Men da Differentserne (Ay)(n\ (ZVy)'n), etc. ej forsvinde, bli
ver Rækken divergent, især naar a> 2, og altsaa ikke brugbar. 
Derimod udledes, ved directe Methoder, som jeg i et andet 
Selskabet ineddeelt Skrift har forklaret,

+ '/an ”2ían-’ 
i+x— (n>lh ).«+«& Q-

3 V 1
- •••••• “y.-— D^X

a —2 = b, n = 4 og x-F-5, bliver 
S'M = 2 p - 5- 

Men = altsaa 5* ’® == Ti/i = 630 og

S"+'(bax—') — b L 

nQ5an~2 nSan
* X#

Sættes her, som för

a 9 = 51a; fölgelig
„r/ X z i6. 610 w 32630 24.630 w, , 630XS’(î‘) = (51»------ 5 - 'S« -6 - - -7- * 63°---- ÿ )• »

= (512 — 2016 3360   2160 »J« 630 —70). 2
= (4502 --- 4246). 2 = 2. 256 — 512

1

S’(ba*-i)  = bla’+*-i  —n."+*-*9î  Q

Ved denne Formel, eller ved den deraf folgende :
/a"“1 n-i9fan-*

Men 2X = 2, 4, 8, 16, 32,
altsaa S'(2X) = 2, 6, 14, 30, 62,

S2(2*)  = 2, 8, 22, 52, 114,
S3M = 2, IO, 3^» 84, ‘98,
S4(2*)  = 2, 12, 44, 128, 326,
SÇM = 2, 14, 58, 186, 512,
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hvoraf efter behörig Reduc«

kan oi* ‘

_________1______________ j .______________£
3 . . . . (n—iRx^i) * 1.3.3 • • • • (n—2)(x>Ju)

i 2.3 . . . (n—3)(xtJ«3) 1.2 3 * 1.2.3....(n—4X^4) *** etC*

m x sættes =y—1, n^m^i. at — ----~-------------7 ’ ’ (m^y)(æ»Jly—i). . . ,y
I___  I

1.2.3.4 .... in.y * 1.2.3 • • • • (m—iXy^1 *)
______ J_________ 1 I r

I 2 3 .. .. (m—2)(yijl2) i 2.3* 1.2 3....(na—S’
indtil --------- 1—— 1.2.3 • • • (“^0*

- eller »J*-----------------——— 1-2-3 ....

K. V» S» Skr, 1801-2, 2dct Bind Pag. 145.

?)]’ (*->>~jj7~— n»3*x
findes altsaa i Almindelighed Resultatet af den nte Summation, 
af en geometrisk Række, hvis Exponent er a. Er a= i, for
holde de tvende Arter af Formeler, som her gives, sig meget 
forskjellige; thi da Nævneren i Udtrykket for Sn+l(bax~x) for
svinder, og Summen dog er endelig, saa længe x er endelig, 
maae Tælleren ogsaa forsvinde, 
tion findes :
____ i_ __  i.n?(

i.a

_ * 3-r? - - * n
xfcî * ¿J-j ~ ®

__* 1 •__ 2 .__ 3 . 4 • • • • n 
(n»J(.x)(n>Jix—i)(n»j<x— a) . T

hvoraf fóker at Bröken 7—»--77—»----- r-“--------
loses i folgende:



$6

X

Da denne Dîscerptïon er almeenrigtig, kan man antage y = 

og da bliver :
i

1.2— i
M.(i

— r
, naar M = 1.2.3 • • •

____________ ____________ ______  
pCp^Xi^-^) • • ’ (p^i)_______* mp

—!_____________ 1---------'---------- * 1
—2 1.2.3 * —3 “ ♦ ♦ ♦ I
M.(p^2q) J

— ni 
(m—r), altsaa M =1.2.3 .... (m—i)rø; derimod maae M 
tages = x.

Derimod giver den fra Integralformelen hidledede Værdie,' 
for a = 1,
' S"(ba?) = Sn(b) =5 b. »Kyl* —«) ...

da dog S"(b) = b. N° = b.

Her er altsaa atter en tilsyneladende Anomalie, hvis Oprin
delse bör söges deri, ata=i giver y = Const, y» har alt
saa ingen Betydning; folgelig ikke heiler det forste Led n+x^y(n) 
i den almindelige Formel ;

S(®)(y) = c4-x9ly(n) — a+x+1^.n2i.(Ay)n n+s+4ft.

• • n+»Q).(A2y)n — etc.
hlan seer heraf, hvor velgrundet Hr. Prof. Pfaff ’s Erindring er:

Auf dergleichen Bemerkungen^ welche Rechenschaft geben 
von der Einschränkung gewisser allgemeiner Sätze, zst man t 
wie es mir vorkommt , in der Lehre von den Reihen, nicht im-



97

2

»

s. v» og söge Sy

mer gehörig aufmerksam, gewesen, (Versuch einer neuen 
Summat. Meth. etc. pag. 22. Not.)

Den stadfæstes end ydermere ved folgende Exempel:
Lad os antage y = t-4-—, saa er y' = 7-=- -4Z —w—. Av = -4—*

S* = * * ‘ ‘ — v
ifölge hvilket v skulde tage af, naar x tager til, hvilket er en 
aabenbar Urixnelighed, da alle Summer ved Rækker, hvis Led
alle ere positive, nödvendigen voxe med Ledenes Mængde, som 
fU Sd. SU, IH Dik l Hafte,

[i r -i   a * 2 
X>Jí2 x-J x(x^i Y- “*

Ä ____ 2_________ _______ 2J__________
x(x^?)(x¿^2) x(x^ci)(x^i2)(x»^3) ’

efter den derfor givne Formel, saa bliver
c  L    — ä __I— ä __L_ & 1 

x(X^l) ~ X X>^2 X^3 X>j0
hvortil rnaatte fejes en Constant. Den være = A

-w—, altsa a Sz?— Sz =z' = —4—

» altsaa z — ——deraf sluttes omvendt 
X(X----1) S * 7

T ___ X
XI^ÍI*

Er Sz = —, bliver Sz' — —4-
x’ xs^

I   __ £_ 
X x(x|Xn)

S. „..1 —- Const.------- 4— = i —x(x^u)

Da nu V — o naax x = QO, blev A = i — —4~; Deraf«>2<i
skulde folge :

S. -Aw—; = -4— = i -4— »5*  —4— »i< ♦ ♦ » in inf. altsaa x(x>J>i) X>^I X * x>i>3
o = —i------ i Ä —4— =x — tjt -4— —4- ♦ ♦ ♦ in inf., en

Lighed, som ikkun gjelder for x=GC. Denne Urigtighed 
ligger allerede i Udtrykket:
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X forestiller. En saadan Anomalie skulde ikke mindre Yise sig, 
naar man yilde oplöse Udtryk af denne Form :

i
......................

i en uendelig Række ; thi da denne kan erholde en dobbelt Form î
i w 0 > V „

’) y = x™ “ + ¡ - ^+3 * • • • • eller og
1 X _ X2 X5 _

2) y = Ä - "B * o' - D * • • • •

saa erholdes for Sy, i Tilfældet x= OO, tvende forskjellige
Værdier, hvoraf den ene er uendelig stor, den anden meget 
liden, naar m er et stort Tal, ikke at tale om, at den forste 
Oplosning, for x = o, giver y = OOm, da den dog burde give 
y = I : abc . . . k.

Dette maae være nok til at vise, hvor uundværlig Forsig
tighed er ved Anvendelsen af saa almindelige Formeler. Men 
da nogle af mine Læsere herved kunne foranlediges til at om« 
tvivle Nytten af det i Begyndelsen anførte Lagrangiske Princip, 
at negativ Differentia'ion er Integration af samme Grad, maaskee 
endog sammes Rigtighed, tillade man mig endnu at vise, 
hvorledes samme, endog i vanskelige Tilfælde, heldigen förer 
til Oplosningen, uden at man altid behöver at tage sin Tilflugt 
til uendelige Rækker, hvortil nemlig altid den af mig givne 
Formel förer, naar Differentserne A2y, A’y> ♦ ♦ ♦ ej tilsidst 
forsvinde. Til Exempel vælger jeg det at de störste Analysens 
Mestere bearbejdede Problem, hvor der sporges <>m Spillernes 
Forventning i det saakaldte à croix ou pile, eller Raßen, hvil- * 
ket jeg i Almindelighed fremsætter saaledes:

A rafler med B paa folgende Vilkaar: A betinger sig et 
vist Antal af Kast, x betyde et yists leasts Orden og Vx enhver
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Function af x. Kaster A ved samme saaïedes; at Myntens 
rette Side falder opad, betaler B ham for samme den Summe 
Sfx, Sp. Hvormeget bor A betale forud til B, naar begges ri
melige Forventninger skulle være lige, eller naar B ined Bil
lighed skal kunne indgaae disse Vilkaar ?
Oplosning. j) Det Sögte være fx hvor fx ligeledes forestiller 
en Function af x.

2) Der gives kun tvende Tilfælde, nemlig , det,
hvor den rette, og det hvor den vrange Side, efter Faldet ven
der opad, altsaa er Muligheden at vinde 1 Kast — Rime’! 

ligheden at vinde 2 = ¿, og den at vinde x Kast = —.

2) Sæt nu at A alleren^ nu-url¿> be^°^*  n forud for 
X Kast, og önskede endnu at forsöge eet, saa blev Rimelighe

den ogsaa at vinde dette, = ïx+ï*  Han kunde altsaa ikke be»
i

tale xnere til B end den Heel af hvad han selv faaer,’

ax + ‘

6) Fölgelig — px = ==?k-^2

7) Man har altsaa fx = S» ^0^*0.  Const» 
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2x + ‘b4-1

X

$) Følgelig er
»J

A» f-

I )—• I>fr mffA2*(x>fri) — “TA ’ *(x^i  )

J , ognaarm = —r;.

= — i, ™£) = >ï< T, etc, 

2(^Ä =
x. 2X -p 1 z

$) Denne Ligning kunde integreres eFter Formelen
A^T Z I »

£(y), hvor y maa tages = —577 '* Men Differentserne A2y, 2 1"

A3y • • • ville ikke forsvinde. Lad os derfor folge det Lagran- 
giske Princips Vejledning og differentiere, saa erholde vi:

. . ÿxx ¥x A^xAy (naar y = —) =---------^ + ~

—lA^xi^A2^
A^y = *---------- ---------------------

AI n—3A*x^3A 2*x —A’*X¿3y _ - --------------ax+}------------------

JX -|- U1 -{- l

eller • • * etc.
2*

d. e. ç>x — c — —naar Tegnet S blot henföres til 
2X

den foranderlige Storrelsv u.

i Almindelighed.

bliver m?| = — i, nl35 = »i*  b m(S =
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nX

2111$

oX

cx+i

N 2

m.[6 J‘

_ j-.R-in.

(2—C).2x 2—CL

Saâ ofte aîtsaa S. Aftt{¿x4«i) kan udtrykkes bestemt og ved en 
Formel, som ei löber ud i en uendelig Række, lader ogsaa <px 
sig fremstille i endelige Udtryk»

Det vil ikke være overflodigt at vise Anvendelsen og Rig
tigheden af denne Oplösningsmethodc i folgende Exempler:

Ex. i. Sættes t|/x~mx> da bliver tpÇx^oi') —mxif m, naar 
m er en bestandig Störreise. Deraf erholdes :

û^(x-^i) —mAxzzm; o, o. s. fr.
mx *p  m 4« m x>p2-------------— C — m.----- *Fólgelig <px_C x

Naturligt maa tpx forsvinde, naar xzzo; altsaa bliver
r* x^2“i 

^x = mp —-yrj

Ex. 2. Antages ipxzrmx2, findes A^xzz amx»i ni, A2if/x~2m$ 
altsaa tp(x4«i) zz mx24«2mx>Fm i

Ai^(x4<i) — anix^m ! altsaaS.An4'(x>T'1)—nix'>P4lllx*t'^ m 
A2t^(x4*i)zz  4<2mJ

mx2 >^4mx4<6tn
og ®x = C------------------—
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i

V

I det specielle Tilfælde, at c — 2, erholdes
2 -Oxzzz—.”o> som ingen bestemt Værdie synes at havej 

~ 0
men sættes c — 1 ~ 1 “ p, findes

; eller, da 2 — czz2. [i-—i]“2[i—p].

i — px
&X~--------------ZZZ I

I —p
j^p^p^^px—i ~ x; fordi p“p2~p?

.. — p* —1 — i.

I Övrigt folger den samme Ligning af den almindelige Op
losnings Differentialligning; thi da

V cx+ï
Ay =: A?x= -1—= = i = Ax

erholdes umiddelbar y•— =-

Fremsættes denne Opgave endnu almindeligere saaledes, at*  
, »1

det forste Kasfckgiver A en Forventning ~ — , altsaa det xte en saa- - a
, X wx

dan, der udtrykkes ved — , da om v — —, findes
J ax a*

(1 —a)m.i^x4< —a)lT1~ A’J/xHb —a)m~ ®. A2'J/x*F-

bm i ) m^[bm~i Atp(x>t i )4< ,T> £3bm“”a A 2 1

i

fölgelig

ax+m+i
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ba«

I« 2

; hvoraf sees at

(xARi)(x4<2)
3

— i, erholdes 
bm^(x4-1 )—bm — • ûtp(x»ï<i )4<bin”' i ) —. » »

>

Exempel. A og B indgaae folgende Betingelser: For hvert 
xte Kast, hvorved A med tvende Tærninger slaaer Doubletter, 

X f X 1 1faaer han af b, — Ski. Hvormeget bör A give B, for n Kast, 

forend Spillet begynder, naar Spillet skal kunne kaldes billigt?

ZZ i i de övrige ere — o.
x4<-

*i—f
(i — a)ax

Nu er Antallet af Doubletterne, som kunne slaaes i eet Kast med 
ä Tærninger, ~6; Antallet af de mulige Forbindelser ~ ,36, fol-

■ , 6 i
gelig Rimeligheden at træffe Doubletter zz—zz — 36 6
a zz 6. Deraf erholdes

X^XI
Oplosning. Hererif/X“-------- , altsaa 4<x>i<i)

. . _ . (x4<2)’(xdh3) —Cx^iXxdha) ^ .
altsaa A. —

b taget — i — a.

Sættes nu, som for, m

ax+l / ax+m+i •

iJ/CxdHi) — pA2t^(x>í<i) —...
eller Ç>x “------------------------- ------------------------- — Const.

i. 2
Fölgelig bliver

(x+iXx>t2)— *-  ----- —: -2 (1— a)2 ■f Const.<px ~



104

®x zz Const.----------- :---------- ------------ ■
5- 6X

25(x¿* i)(x>í*2 j4<5(xHE<2)^i
zz Const.-------------------------------------Í25. 6X

^x^^Sox^v) i
zz Const. — ——-------------125. 6X.

For x zz 1 bliver óx zz 1 > 0x zz —, altsaa Const, zz —Hh — $—- 
6 6125. 6

T 26 I 26.6* — (25x^80x^61)
rz — T —- » altsaa ôx zz — t---------------- ■-------------- •6 125 ‘ 6 115. 6X

tillæg.
A) Da A.ipxzz

tj/(x^i)__ /^xV_ 
ax+i ~\ax/_ :vz, åltsaa Øx z: S(vz), og

Vi forhen have seet at S(y)zzS(y'), findes ligeledes ^)xzzS(v), eller:

í»=<í> Denne Formels Rigtighed indsees lettelig;

thi da Sandsynligheden kan B ei for dette Kast
at A vinder forlange mere end

ved iste Kast < i
er zz —a 3.

— adct —•
i ^(2)

a* a*

’•— 3 die —
i tks)

~~ a3 a5
Q. s. fr. indtil

— xte ~
i tj/(x)

“ ax a*



d e. A kan for x Kast el tilstaae B mere end Summen 

ener S.a a2 a3 ax ax

For x=3 er f. Ex. S. — l~*F  i| -

Det samme findes ved den forhen give Formel:
x24«4x4<6

Çx ~ 6------------------- «
o X

Disse Opgaver lade sig altsaa ligeledes oplo.se efter den be- 
kjendtc Summations - Methode, som Euler lærer i sin Diff, Regn, 
sden D. 5te Cap. §. 130. Men endnu almindeligere kan Proble
met fremsættes saaledes :

Naar B. forpligter sig til at betale A Summerne 
1234 X <
p, p , p, p, . . . . ..p:

for iste, edet, 3die, ... xte Kast, og Sandsynlighederne at vin-
de disse Kast- ere:

2
y>

3 4 ’ X
y, y, y

i
y>

da at finde hvad A bör betale B forud for x Kast,

For at kunne oplöse denne Opgave, maac vi forudskikke 
folgende Sætning:

Naar M cr Sandsynligheden for Tilfældet A, betragtet uden 
Forbindelse med andre Tilfælde:

m den isolerede Sandsyhlighed af et andet Tilfælde. B; 
Saa er M. m. zz Sandsynligheden af at A og B kunne ind

træffe efter hinanden.

Vid. Sti. Skr. lUDtl, l Hafte. O
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I

zz Mm.

Ere nu

X

•• y-

Det samme gjelder 
. successive Kast.

saa

y •
om Sandsynlig-
Det som A bör

*

/

m. Men Antallet af alle ved Sue-

der,
i «
y- y-
igjen
heden af at vinde 3, 4, . . 
betale til B bliver altsaa:

I Ï 2 1 i 312

I 2
y> y>
Sandsynligheden at vinde n successive Kast

106

k
i , .

y, * ; . saadanne isolerede Sandsynlighe-

jßeviis. være Antallet af de Tilfælde, hvori ^1 have Sted 
vj BJ
yj Antallet af de for pj ugunstige Forbindelser,

V V
saa er------ zz M -og ------

V4«T v^t
cessionen pjj mulige Forbindelser er (V¿<TXv4<t), da derimod 

de, ved hvilke den har Sted, ikkun ere V. v i Tallet, fordi 
Successionen ei siges at være indtruffen, med mindre eet af de «
Vj Tilfælde forbindes m.ed eet af de yj, og dette giver V« v for 

gunstige Forbindelser» Sandsynligheden af denne Succession 

er altsaa ----------------(V^TXv^t)

3 X 1 2 3
Çx r- p. y 4- p. y. y + p. y. y. y 4< 4< db p*  y- y- y • • 
en Summa, som i det enkelte Tilfælde, hvor de isolerede Sand
synligheder blive uforandrede, faaer denne Form:

I 2233 XX
øx — p. y db p- y db p- y 4*  4*  db p- /♦ h. sk, £,

er
n

. . y ; thi Sandsynligheden af at vinde tvende, kan 
ansees som en enkelt.



P) Ved en Vens Haand erholdt jeg, kort for Slutningen 
af nærværende Afhandling, det af Hr. Prof. Hindenburg udgivne 
Skrift: Ueber Combinatorische Analysis und Derivation! - Calcul. 
Dtor. Leipzig 1803. 8^, hvori pag. 15, 37 og 145, den af 
Hr. Prof. Arbogast i Strasburg paa en dobbelt Maade udviklede 
Integralformel Sin yrAx;m) omtales. Da jeg ikke liar kunnet faae 
Prof. Arbogast’s Skrift over Derivations - Regningen t kan jeg ikke 
anföre hans Formeler. Imidlertid kan Integralet let udledes af 
den ved mig fremsatte Formel; thi da Ax antages at være 
en bestandig Storrelse, da, om y zz z(Ax)P ~1 ; altsaa Amy ZZ 
Amz. (Ax)P ~ ’ » erholdes *
S(z(Ax)P) ’W'(Ax)P-,Az^n*,Q5N/W)P“lA1z—<

en Formel, som endog er almindeligere end den Arbogastiske, 
og hvis Udvikling neppe er saa vanskelig, som den, der folger 
af de Burmannske Formeler (S. anförte Skr. pig. 31-35)«

N"

&

og A2z zz eAx2. 
Ho = (-X~AX)X.

t. 2 I. 2. 3 åx2

I. 2

fx — Ax)... (x^Ax)
(2X>}<Ax)Ax>}< 3» ------ ---------- --- --- . sAX

—. Heraf findes:
Ax3

x3 Ax(x— Ax) 
Sn(z(Ax)P) zz S2(x2Ax3)zz---------------- —2.

(x—Ax)x(x4«Ax)
i. 2. 3

x3Ax(x — Ax)

Forlanges f. Ex. ’S2(x2Ax3), da er zzzx2, AzzzaxAx^Ax6
Fremdeles er n zr 2, altsaa
i (x — Ax)x(x’F'Ak) i

> N'zz-------------------- • —- og
Ax * *

(x — Ax) ...(x¿<2Ax)
I.................. -4
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— (x—Ax)x(x^Ax) [fxAx^Ax2 — ¿xAx — I Ax2] zz
<?x3AxÇx —Ax)

12

—----(5xAx — sAx^ zz ^(x4Ax — 4X?Ax^>t<5X2Ax3
I 2

---  2XÙX4)-

For rit overbevise sig- om det fundne Integrals Rigtighed, 
behöver man blot at differ ensere det tvende Gange, og man vil 
erholde x2Ax3.

■H +2
C)Da Sn(y)=«’^yCni-n*,lt^n$i(Ay)n*$< ft*xH^. ^‘^(A2)')"—... 

og, naar yzz xm,
^y zz ni5lxm -1¿X % m^xm“ ®Ax2 4« ™(£xm — ?Ax3 4«...
A2y~ 2. m£3x,n"~ 3Ax2 4< 6.m(£xm~ 3Ax3 4<.. .
¿Sy ~ 6. æ(£xm — 3Ax34«....

Rækker, hvori de til n^[xm— i^x, — 2Ax2, ^x’n — iAx3, &e,
svarende CocHicienter ere,
for Ay,
— A2y, 2, 14’ 3°’ 6-’ i-6’ -54’ ♦ . < -
— A3y, 6, 36, 150, 540, 1806, 5795, .......
— A4y, 24, 24 b, 1560, 8400, 40-824, ..... .
•— A?y, 120, 1800, 16800, 1.26000,...............
— A6y, 720, 15120, 191520, 
— A7y, 5040, 141120,'............................. .. o,, s, fr,
Men ved Summationer er Ax zz 1, altsaa yCn) zz (x^m)n 5
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12 3 4 5
(Ay/")

2| 4 5 ,
(A2y)n —r iV^ 6 V ►{< i4V>£( 30V HH . » .

1 ; > 4 5
(A3y)n —~ 6VHH36V150VHH , . -

4 5
(A4y)n 24 V HH 240VHF . . .

$
GVy)’i zx 120VHH • • •

Af disse Værdier uddrages endelig folgende Hovedformel: 
Sn(xm) zz nlx^(x>^n),n

— n+x+ig|. (v V4<V^VHE<V^ • ♦)

n*x+iÇQ,n+i$g(  4^*30 V>fc . .)

+ Í ’’’S 4 5
•—nix+3^fn*2(£.  ( 6V^3óV^l5oVrf< . .) O. S, V,

Eller: ■
Sn(xm) zz n+x^(x>En>»

■Fr
— «21.(x4<n)m~ i

Fr +2
___2t n+i qj. n+xF2^).tnCg(x^n)m—«

Ft Fa + 3
— (r2tn+x+jS2Q—6.nil^.nix+2SJ?‘J*6. ni2^. mÇ(x>i<n)m—J

&c. &c &c.
en Formel, hvis Progressions Lov dependerer af Cocflïcicntcrne
1,2; 1,6,6; i > M> 3d, -4i i, 30, 150, 240, i 20 ; i
62, 540, 1560, ïSoo, 720; i, 126, 1806, 8400, 16800,
15120, 5040; i > 254’ 579d> 4082 4, I2Ú000, 191520, I41120;
0. S. fi\

Hvor Betydningen 
af Abbreviaturer^

T 2

ne %V, V, &c. let

forstaaes, f. Ex. V
m©(xHE*n) !li — 4,
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Disse Coefficienter kunne fortsættes efter Behag» Deres 
fælleds forste Led er ZZ i ; det sidste altid af Formen i. 2. 3. 4 ... p. 
I hver Række af de her anførte, giver det (q— i)te Led *F>  det 
qr* multipliceret med q det qte Led i den folgende Række, Saa- 
lcdes giver (1806 4« 8400), 4 eller 40824 det 4de Led i næste 
Række»

Betænker man, hvor vidtløftig Beregningen af de saakaldte 
Eernoulliike Tal er, som udgjore Coefficienterne i den bekjcndte 
Summations-Formel for xn, og hvor let det derimod er at fort
sætte nærværende Formel, som dog er af et uendelig större Om
fang, smigrer Forfatteren sig med, at nærværende Tillæg ei vil 
være den analytiske Videnskabs Elskere og Kjendere uvelkommen» 
Deres Bifald vil være ham en Opmuntring til storre og vanskeli
gere Undersögclser«
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Folgende Trykfeil ombedes Læseren at undskylde og retten

ket ved y i Integralet S(y ) bortfalden»

Pagina 94 bör overalt fra Linie 10 (inclusive) istæden fox* 
2X læses 2. 2X

Nogle mindre vildende Trykfeil vil Læseren let selv be
mærke»

Side Linie istædenfor læt
81 z (nedenfra) kx Ax
— i (nedenfra) nAx nAx

- 82 i (nedenfra) tvende tiende
83 9 * w(£AX mCA3x
88 12 £lM'Am+ly ,n2lM'Amfry
9® 0 * qS\A4y) q> S“(å4y)

92 2 (nedenfra) X. xHbi*
i. 2» 3

x>pl. X»4*2.  x4<3
1» 2. 3

— 4 (nedenfra) mi iSjy
+ 1

103 5 (nedenfra) (iTælleren) 1 — 2 i — a

Side 8 2 > Linie 8> bör Formelen være:

dm(xy)
m

— xæy°>J* —xm--Iy1
m. m—i m. m—i.m—2
--------- Xm~ ®y2db----------------xm— 3y*

I» 2 I» 2» 3

Pagina 91 i den 1 2te Linie, er i nogle Exemplarer Mær-




